Busqueda en paralelo: problema de las n - reinas

Hagamos referencia al tablero como una matriz X, con elementos z; ;, en la cual, los valores de las
celdas estan determinados por una funcién indicatriz x; ; = I; j, tal que:

ijl,...,n,EI!iE1,...,n:[i7j750 (1)

Ademés,
Iml#Ii,jQle,jg:1,...,n,n:1\/n24 (2)

Lo anterior indica, que aquellas casillas que posean un 1 son en las cuales hay una reina, especificamente
indica que por cada fila y columna, se encuentra solo 1 reina.

Por otro lado, existen variadas condiciones que deben cumplir la disposicién de unos y ceros. En primer
lugar encontramos y equivalente a lo expuesto en (2):

n n
Z-’Ei’jzl,v,j:,...,n, Z.Ti,j:l,Vi:,...,n (3)
=1 j=1

Ademsds, es necesario establecer que para todas las diagonales de una matriz, los elemento de la
diagonal suman uno. Para entender que son la diagonales de una matriz, se muestra el siguiente ejemplo:

2 5 0\ /2 5 0
73 8|7 3 8], (4)
301/ \30 1

en el cual, la matriz de la izquierda muestra algunas diagonales (azul y rojo) que son de orden
descendente (de izquierda a derecha), y en la matriz de la derecha visualizamos una diagonal ascendente
(de izquierda a derecha).

En este sentido, podemos formalizar el conjunto de celdas que forman una diagonal, de la siguiente
manera. Consideremos una coleccién h de celdas de la matriz, de tal manera que podemos construir una
secuencia, ordenando los elementos convenientemente (k, ... ,t), en donde

corresponde a la una secuencia de una coleccion, con orden indexado, respecto a las celdas de X.
(Nota: la cantidad de elementos a ordenar debe ser mayor a 1, cuando n > 4.)
Luego, se exige que el ordenamiento de la coleccion h cumpla lo siguiente:

lhy1 =t + 1 dgypr =i — 1 (6)
Jet1=Jr+1 gy =gk +1
Ademds, para el miembro izquierdo de (6) no debe existir un elemento <y ji<n € X : G441 =7 <
n A jir1 =7 < n,t <n.De modo similar, considerar para miembro derecho de la expresién. En caso de
existir dicho elemento de X, se debe incluir en h.
Entonces, se plantea la condicién de suma

D (k=1 (7)

k=1

De esta manera, esta colecciéon de celdas de X corresponde a los elementos de las diagonales, los
cuales deben sumar 1; dejando fuera colecciones de diagonales incompletas (por ejemplo, tomar solo los
dos primeros elementos de una diagonal principal de una matriz cuadrada de dimensién 3). Es posible
entender esto como “Solo puede haber una reina por diagonal” (guiarse visualmente por (4)).



Hasta el momento, una coleccién (disposicién) de celdas con unos y ceros es solucién de X, si cumple
con las condiciones (1), (2) y (7)

Ahora, consideremos una coleccién de celdas (indices) de X, {(7,)k, ..., (4,7)¢}, que tiene un valor
asignado de 1 (para el resto de celdas el valor es 0), de tal manera que se desea verificar si dicha disposicién
cumple con las condiciones de (1), (2) y (7).

En este sentido, si bien se pueden verificar las condiciones, también es posible reducir aun mas al
margen de trabajo de la expresiones. Para ello, se define una secuencia cualquiera con los elementos de la
coleccion (4, )k, - -, (4, 7).

Luego, por expuesto en (6), es ficil ver que solo uno de los indices de las celdas puede ordenarse de
manera creciente (o decreciente), mientras el restante no obedece patrén alguno.

Asi, definimos el reordenamiento como (%,5),. .., (4,7);, de tal forma que 1 <} < ... <if <n >4
(para el caso n = 1 es trivial el ordenamiento). Es igual de vélido elegir reordenar la columnas, el resultado
no cambia. (Nota: es facil ver que la indexacién de la coleccién, no se ve afectada tedricamente en caso
de que una diagonal sea considerada ascendente o descendente.)

Gracias a este resultado, podemos establecer candidatos a soluciones de la matriz X, de tal forma que
el orden de los candidatos representa la fila en la que van ubicados. Asi, el candidato en cuestién, solo
refleja la posicién j columna en donde va ubicada la reina.

Por lo tanto, la coleccién (i, j)},- -, (i,7);, puede escribirse como una secuencia ordenada C1, ..., Cp,
la cual representa la posicién de las columnas en las que estan posicionadas las reinas.

Para simplificar los expuesto en (6), podemos considerar la operacién en el indice opuesto, sin pérdida
de generalidad, es decir, se debe cumplir que

Jet1 =Jk+1 Vieyr =Jr— 1, (8)

ya que, los elementos de fila se consideran ya ordenados sucesivamente (sus coordenadas).
Luego, (7) no se cumple si existe un nimero natural ¢ > 1, tal que

Jkte=Jrk+c(=1) Vijkpe=jr —c(=1), 9)

Por lo tanto, esto ocurre si solo si

Jhte Fikpe =k T ik (= 1) Vikge = lhge = Jr — i (= 1), (10)

Este resultado obtenido en (10), es equivalente a (6) y (7), cuando el candidato a solucién de la matriz
X es una secuencia de valores que indican las columnas en las que se ubican las reinas, y cuyo orden en
la secuencia indica la fila en la que se ubica.

Observacion: se han omitido demostraciones de existencia de solucién.



